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COMPRESSION OF REINFORCED CONCRETE BAR SUBJECTED TO CONSTANT 
LOAD IN CONDITION OF NONLINEAR CONCRETE CREEP

Рассматривается решение задачи о центральном сжатии железобетонного жесткого стержня с по-
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Вертикальная сила P приложена в центре тя-
жести поперечного сечения стержня и вызывает 
осевое сжатие. Напряжения сжатия принимают-
ся положительными.

Согласно условию равновесия,
σ σá á a a( ) ( ) ,t A t A P+ =                      (1)

где �á ( )t  и �a ( )t  — сжимающие напряжения в бе-
тоне и арматуре соответственно; Aá — площадь 
бетона; Aa  — площадь арматуры в поперечном 
сечении стержня.

После приложения нагрузки P оба элемента 
работают совместно:

ε εá a( ) ( ),t t=                              (2)
�á ( )t  — относительная деформация бетонной ча-
сти стержня; �a ( )t  — отно сительная деформация 
арматуры в момент времени t.

Полная деформация �á ( )t  бетона складыва-
ется из упругой деформации e tá ( ), деформации 
линейной ползучести �( )t  (теория упругой на-
следственности, полная обратимость) и необра-
тимой деформации нелинейной ползучести �( )t :

ε α βá á( ) ( ) ( ) ( );t e t t t= + +                     (3)
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где Rá — прочность бетона на сжатие; sб — отно-
сительное напряжение в бетоне.

Из уравнения (3) с учетом (4), (6) получаем
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или с учетом (1)
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Учитывая α 0 0( ) = , после интегрирования по-
лучим
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Используя выражение (5) для деформации 
линейной ползучести α t( ), приходим к нелиней-
ному интегральному уравнению:
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Решение задачи для t → ∞
Интеграл из уравнения (10) разобьем на две 

части:
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В соответствии с приемом, предложенным и 
используемым В. Д. Харлабом [1, 2], предполага-
ется, что ко времени t1 процесс ползучести мо-
жет считаться завершенным. Тогда первый инте-
грал в правой части (11) обращается в ноль (так 
как при конечном τ и бесконечно большом t мера 
ползучести C t C−( ) = ∞ =τ const), а во втором ин-
теграле s sá constτ( ) = = ∞( ). В результате получа-
ем квадратное уравнение
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Здесь φ∞ ∞= EC  — предельная характеристика 
линейной ползучести бетона. 

Решение уравнения (12) имеет вид
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Перед корнем удержан знак минус, поскольку 
при s� 0 правая часть (14) должна обращаться 
в ноль.

Выражение (14) для определения уровня на-
пряжений в бетоне железобетонного стержня 
имеет тот же алгебраический вид, что и уравне-
ние, полученное при решении автором задачи о 
потерях предварительного напряжения армату-
ры [4–6].

Начальные условия для относительного на-
пряжения (уровня напряжения) в бетоне для 
железобетонного стержня с ненапряженной ар-
матурой:
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Напряжения в арматуре выразим из уравне-
ния равновесия (1):
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Положив k k1 2 0�  в уравнении (14), получаем 
решение задачи на основе линейной теории пол-
зучести:
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Результаты расчетов приведены в табл. 1 и 2. 
Принято:

Eá  êãñ/ñì= ⋅352 103 2; Rá êãñ/ñì�180 2; 
Ea  êãñ/ñì= ⋅1 8 106 2, ; Rá   êãñ/ñì�10 750 2; 

Aa  ñì� 20 2.

Решение задачи для произвольного момен-
та времени t

Из уравнения (8) получаем решение нелиней-
ной задачи:
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Для решения задачи с учетом только линей-
ной ползучести необходимо принять k k1 2 0�  
в уравнении (18):
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Начальный уровень напряжений в бетоне 
sá 0( ) определяется также из уравнения (15).

Для определения уровня напряжений в ар-
матуре используем выражение, полученное из 
уравнения равновесия (1):
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Результаты численного решения уравнений 
(18)–(20) представлены на рис. 1, 2 при следую-
щих исходных данных:
φ = 3; γ = −0,01 ñóò 1; k k1 2 1� ; Eá

2êãñ/ñì= ⋅352 103 ; 
Rá

2êãñ/ñì�180 ; Ea
2êãñ/ñì= ⋅1 8 106, ; 

Rá
210 750 êãñ/ñì� ; A Aa á � 0 02, ; Aa

2ñì� 20 .
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Таблица 2
Изменение напряжений в арматуре относительно начального момента времени s sa a( ) ( )! 0

Теория A Aa á k k1 2 φ∞

Начальный уровень напряжения в арматуре sa ( )0
0,009 0,017 0,026 0,034 0,043 0,051 0,060
Соответствующий начальный уровень напряжения в бетоне sá ( )0

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
Соответствующая нагрузка P× −10 3,  êãñ

19,84 39,68 59,52 79,36 99,20 119,05 138,89

Линейная 0,02
1 1,830
2 2,530
3 3,131

Нелинейная 0,02

1
1 1,910 2,005 2,120 2,262 2,441 2,668 2,960
2 2,658 2,807 2,981 3,185 3,427 3,713 4,051
3 3,287 3,466 3,670 3,902 4,167 4,468 4,808

1,25
1 1,932 2,059 2,224 2,441 2,734 3,136 3,685
2 2,694 2,891 3,131 3,427 3,792 4,241 4,782
3 3,330 3,565 3,841 4,167 4,549 4,994 5,501

1,5
1 1,955 2,120 2,346 2,668 3,136 3,815 4,732
2 2,730 2,981 3,301 3,713 4,241 4,901 5,686
3 3,374 3,670 4,030 4,468 4,993 5,609 6,304

Таблица 1
Изменение напряжений в бетоне относительно начального момента времени s sá á( ) ( )! 0

Теория A Aa á k k1 2 φ∞

Начальное напряжение в бетоне sá ( )0
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Соответствующая нагрузка P× −10 3,  êãñ
19,84 39,68 59,52 79,36 99,20 119,05 138,89

Линейная 0,02
1 0,915
2 0,843
3 0,782

Нелинейная 0,02

1
1 0,907 0,897 0,885 0,871 0,853 0,829 0,800
2 0,830 0,815 0,797 0,776 0,752 0,723 0,688
3 0,766 0,748 0,727 0,703 0,676 0,645 0,611

1,25
1 0,905 0,892 0,875 0,853 0,823 0,782 0,725
2 0,827 0,807 0,782 0,752 0,714 0,669 0,613
3 0,762 0,738 0,709 0,676 0,637 0,592 0,540

1,5
1 0,902 0,885 0,862 0,829 0,782 0,712 0,618
2 0,823 0,797 0,765 0,723 0,669 0,601 0,521
3 0,757 0,727 0,690 0,645 0,592 0,529 0,458

Полученные результаты (табл. 1, 2, рис. 1, 2) 
позволяют сделать следующие выводы:

1. Напряжения в бетоне σá t( ) с течением вре-
мени постепенно убывают, причем чем выше на-
чальный уровень напряжений sá 0( ), тем больше 
составляет снижение величины напряжения 

с течением времени. Подобное поведение на-
блюдается и в задаче о железобетонном стержне 
с предварительно напряженной арматурой [4–6].

2. В то же время напряжения в арматуре σa t( ) 
железобетонного стержня возрастают тем бы-
стрее, чем выше первоначальный уровень напря-
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жений в арматуре sa 0( ) в момент приложения 
нагрузки. В задаче о железобетонном стержне с 
предварительно напряженной арматурой [4–6], 
напротив, происходит уменьшение напряжений 
в арматуре с течением времени.

3. Представленный результат подтверждает, 
что деформации нелинейной ползучести оказы-
вают большое влияние на изменение напряже-
ний в арматуре σa t( ) стержня с ненапряженной 
арматурой. 

Используя предварительно напряженную ар-
матуру, можно значительно снизить указанное 
отрицательное влияние нелинейной ползучести 
бетона на изменение напряжений в арматуре.
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