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РАЗВИТИЕ ПРИКЛАДНОГО МЕТОДА РАСЧЕТА СЖАТО-ИЗОГНУТЫХ 
СТЕРЖНЕЙ

DEVELOPMENT OF THE APPLIED APPROACH TO ANALYSIS OF RODS SUBJECTED 
TO BENDING AND COMPRESSION

Известная приближенная формула вычисления изгибающих моментов в сжато-изогнутом стержне 
обобщается на случай статически неопределимого стержня, нагруженного распределенной вдоль его 
оси сжимающей силой. Точность предлагаемой формулы соответствует точности инженерного расчета. 
При постоянном сечении стержня и его сжатии нагрузкой в 90 % от критической погрешность момен-
та составляет примерно 3 % для статически определимого стержня, примерно 6 % — для статически 
неопределимого стержня.
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The well-known approximate formula for calculating bending moments in rods under bending and 
compression is generalized to the case of a statically indeterminate rod loaded with a compressive force 
distributed along the rod. The accuracy of the proposed formula corresponds to the accuracy of engineering 
calculations. For the rod of constant cross-section compressed by the load amounting to 90% of a critical one, 
the moment error is about 3% for a statically determinate rod, about 6% for a statically indeterminate rod.
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Изгибающие моменты в сжато-изогнутом 
стержне часто достаточно вычислить с инженер-
ной степенью точности. Методы такого вычисле-
ния опираются на приближенную формулу для 
прогиба w

w w= η 0, η =
−
1

1 P P/ êð

,                   (1)

которая применима к стержню, сжатому силой P 
на торце и испытывающему плоский прямой из-
гиб. В ней Pêð — критическая сила Эйлера. Верх-
ний индекс «нуль» здесь и далее означает вычис-
ление в отсутствие сжатия.

Формула (1) известна давно1. Она применя-
ется в инженерных расчетах в случае произ-

1 Согласно [1], уравнение (1) получено Томасом Юнгом ([2], 
1807 г.), что, по мнению автора, не совсем верно. Юнг пишет сле-
дующее ([2], пункт 323, перевод автора):

Когда балка в естественном состоянии имеет ту же форму, что 
призматическая балка, слегка изогнутая продольными силами, 
обозначая за b высоту, за c длину окружности круга диаметром в 
единицу, за m вес модуля упругости, за d начальное отклонение от 
прямолинейной формы, за f силу, приложенную к концам оси, по-
лучаем общее отклонение от прямолинейной формы в виде

a bbccdm
bbccm eef

=
−12

.                                         (*)

вольного закрепления стержня, обладает инже-
нерной точностью, если изогнутая ось стержня 
по форме не слишком далека от изгиба при по-
тере устойчивости. (Для шарнирно закреплен-
ного стержня, изогнутого равномерно распре-
деленной нагрузкой и сжатого силой P P� 0 95, êð,
погрешность составляет всего 0,4  %.) Формула 
позволяет определять моменты M в статически 
определимых стержнях. Для стержня на двух 
шарнирных опорах имеем

M M P w= +0 0η .                          (2)
Для консольного стержня:

M M P w w= + −0 0
1
0η( ).                   (3)

Здесь и далее нижними индексами «нуль» 
и «один» отмечены величины, вычисленные со-
ответственно в начале координат и на противо-
положном торце стержня (рис. 1).

В привычных обозначениях c = π, m EA� , e l� , b h� . Положив 
d w� 0, после деления на bbccdm и учитывая 12 12 2 2l h EA P/ ( ) /π = êð, 
действительно получаем формулу (1). Однако результат (*) не от-
носится к действию на стержень поперечной нагрузки.
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Для статически неопределимых стержней 
уравнения, подобные (2), (3), отсутствуют. Часто 
применяется зависимость

M M= η 0,                               (4)
не всегда обладающая инженерной точностью.

Предлагаемая работа обобщает простые фор-
мулы (2), (3), во-первых, на случай статически 
неопределимого стержня, во-вторых, на случай 
изменяющейся вдоль стержня сжимающей на-
грузки. Более точная приближенная теория (од-
новременно и более сложная), справедливая для 
любого закона распределения поперечной на-
грузки, предложена в [3].

Стержень, нагруженный силой на торце
Стержень имеет переменное сечение, показан 

на рис. 1. Опорные связи присутствуют только 
на его торцах. S0  — опорный момент в начале 
координат, H0 — горизонтальная реакция (не со-
впадает с поперечной силой).

Приближенная формула конструируется сра-
зу для момента M без предварительного вычис-
ления прогиба w. EI  — жесткость стержня пере-
менного сечения.

Отправной точкой служит дифференциаль-
ное уравнение изгиба, записанное в двух разных 
формах [4]:

′′ + = −M P
EI
M q,                          (5)

M EIw= − ′′                               (6)
и дополненное силовыми граничными условия-
ми для статически определимого стержня, для 
статически неопределимого стержня — силовы-
ми и кинематическими условиями.

Отыскиваемый момент M записывается 
в виде суммы двух слагаемых:

M M M= +0 Δ .                          (7)
Слагаемое M 0 есть решение задачи о попереч-

ном изгибе, удовлетворяет уравнению
′′ = −M q0 .                                (8)

Слагаемое �M  есть поправка за счет силы P. 
Оба слагаемых подчинены одним и тем же гра-
ничным условиям.

Объединение (6)–(8) устанавливает связь 
между �M  и M 0:

Δ Δ′′ + = −M P
EI

M P
EI
M 0.                  (9)

За счет момента �M  изменяются опорные ре-
акции H0, S0. В упругом стержне при малых пере-
мещениях поправки �H , �S к реакциям пропор-
циональны силе P: ΔH Pb= , ΔS Pa= .

Следствием условий равновесия является 
следующее точное уравнение:

ΔM P w w a bx= − + +[( ) ]0 .                (10)
Прогиб w далее разбивается на два слагаемых 

w w w= +0 Δ . За a b0 0,  обозначаются постоянные a, 
b, связанные с прогибом w0, вводится поправка 
первого приближения

Δ Δ1
0 0 0M P w a b x= + +( ), Δw w w0 0 0

0= − ,  (11)
а поправка �M  записывается в виде суммы:

Δ Δ ΔM M M= +1 2 .                    (12)

Согласно (6), (11) Δ1 0M P
EI
M″ = − , так что 

уравнение (9) дает:

Δ Δ Δ2 2 1M P
EI

M P
EI

M″ + = − .             (13)
Последнее уравнение является точным, пред-

ложено в работе [3]. Решается оно приближенно.
Пусть Móñò  — форма момента при потере 

устойчивости, удовлетворяющая однородному 
дифференциальному уравнению

M
P
EI
Móñò

êð
óñò

″ + = 0                    (14)
с соответствующими граничными условиями. По-
правка �2M  считается пропорциональной Móñò:

Δ2M CM= óñò.                         (15)
Согласно (14), (15)

Δ Δ2 2M
P
EI

M″ = − êð ,
поэтому приближенно

Δ Δ Δ2 2 2M P
EI

M
P
EI

P
EI

M″ + = − +( )
êð .

Учитывая (13), имеем пропорциональность 
величин �1M , �2M :

P�

w��

w�

x�
l

q�

S��
H��

w��
S��

H��

Рис. 1
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Δ Δ2 1M P
P P

M=
−êð

.                    (16)

Объединение (7), (11), (12), (16) дает искомую 
приближенную формулу:

M M P
P P

w a b x= +
−

+ +0 0 0 0

1 /
( )

êð
Δ ,

Δw w w0 0 0
0= − .                        (17)

Постоянные a b0 0,  этой формулы вычисляют-
ся из граничных условий, имеют смысл удельных 
(отнесенных к силе P) опорных реакций на ниж-
нем торце вследствие прогиба w0.

Для консольного стержня
a w0

1
0= − , b0 0� .                      (18)

Для шарнирно опертого стержня
a0 0� , b0 0� .                         (19)

В этих двух случаях формула (17) превраща-
ется в известные формулы (2), (3).

Когда стержень защемлен внизу и шарнирно 
оперт вверху, постоянные a b0 0,  обеспечивают 
отсутствие момента и прогиба на верхнем тор-
це. Прогиб вычисляется по формуле Максвелла–
Мора. Имеем

b w x l x
EI

dx l x
EI

dx
l l

0
0

0

2

0

=
− −

∫ ∫
( )( ) ( )

;

 a lb0 0= − .                            (20)
Когда оба торца стержня защемлены, прогиб 

и угол поворота нижнего торца при закреплен-
ном верхнем торце равны нулю. Постоянные 
a b0 0,  являются решением системы уравнений

1
0

0

0 0

0

0

0
EI
dx a x

EI
dx b w x

EI
dx

l l l

∫ ∫ ∫⋅ + ⋅ + =
( ) ,     (21)

x
EI
dx a x

EI
dx b xw x

EI
dx

l l l

0

0
2

0

0

0

0

0∫ ∫ ∫⋅ + ⋅ + =
( ) .

Стержень, нагруженный системой сил
Теперь стержень сжат сосредоточенными си-

лами P Kpi i� , i n�1 2, ..., , приложенными в сечени-
ях с координатами x xi� , и распределенной силой 
интенсивности R x Kr x( ) ( )� . P Kp0 0�   — верти-
кальная реакция нижней опоры. За K обозначен 
параметр нагрузки, Kêð — критическое значение 
параметра. Вместо (11) для момента �1M  имеем:

Δ1
0 0 0M K f w a b x= + +[ ( ) ],               (22)

f w p w w p w w

r y w x w y

i i x xi

n

x
i

( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( )]

0
0

0
0
0 0 0

1

0

0 0

= − − − −

− −

>=
∑

∫ ddy. Рис. 2
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Здесь под чертой написано условие x xi
 , 
при нарушении которого соответствующее сла-
гаемое принимается равным нулю. Постоянные 
a b0 0,  сохраняют смысл удельных опорных ре-
акций на нижнем торце, вычисляются согласно 
(18)–(21) с заменой в формулах прогиба w0 функ-
цией f w( )0 .

Формула (17) принимает вид:
M M K

K K
f w a b x= +

−
+ +0 0 0 0

1 /
[ ( ) ]

êð
.    (23)

Результат (23) выводится так же, как резуль-
тат (17). Теперь, однако, вместо (5) нужно при-
менить более сложное уравнение

′′ + − ′ = −M N
EI
M w R q,                  (24)

в котором N  — проекция сил по одну сторону 
от сечения на ось стержня до деформации. Об-
ратим внимание на то, что оба результата (17), 
(23) относятся к стержню переменного сечения.

Формулы (17), (23) обладают инженерной точ-
ностью, когда форма изогнутой оси не слишком 
далека от формы оси при потере устойчивости 
для K K� êð. Точность формул иллюстрируем 
примерами изгиба равномерно распределенной 
поперечной нагрузкой q. Когда изгиб вызван зна-
копеременной поперечной нагрузкой, следует 
применять более сложные результаты работы [3].

Консольная стойка. Стойка длиной l нагружена 
поперечной нагрузкой q и тремя разными систе-
мами вертикальных сил (рис. 2). Модуль опорного 
момента в отсутствие сжатия M qlîï � 2 2/ , прогиб 
w00 0� . Постоянные a w0

1
0= − , b0 0� .

Для нагрузки по рис. 2, а формулы (17) и (23) 
совпадают, превращаются в известный резуль-
тат (3). Когда сжимающая сила P составляет 90 % 
P EI lêð = π

2 24/ , отличие точного и приближенно-
го моментов на опоре составляет 3,5 %.
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Рис. 5

Параметром K нагрузки по рис. 2, б считает-
ся сумма сжимающих сил. В формуле (23) n � 2,
p0 1� , p m1 � , p m2 1= − , x l1 = α , x l2 � , r � 0. Вы-
числения проделаны для случая α = 0 5,  (вторая 
сила посредине). На рис. 3 сопоставлены точное 
и приближенное решения при m � 0 5, , критиче-
ское значение K EI lêð � 4 134

2, /  (найдено числен-
но). Принято K K� 0 9, êð. Видно практическое со-
впадение кривых.

На рис. 4 показан график погрешности опор-
ного момента в процентах:

T
M M
M

=
−òî÷í

òî÷í

( ) ( )

( )
%.

0 0

0
100

Изменяется параметр m: m � 0  — единствен-
ная сила на торце, m �1  — единственная сила в 
пролете. Снова K K� 0 9, êð. Критические значе-
ния Kêð для каждого m вычислены путем точно-
го решения задачи устойчивости.

Параметром нагрузки по рис. 2,  в считается 
величина K Rl� . Ее критическое значение при-
ведено в [4]: K R l EI lêð êð 7,8373� � / 2. В формуле 
(23) r l�1/ , pi � 0. Когда K K� 0 9, êð, различие точ-
ного и приближенного моментов в защемлении 
составляет 1,8 %.

Отметим, что во всех случаях приближенное 
решение завышает опорный момент.

Шарнирно опертый стержень. Постоянные 
a b0 0 0� � . Формула (17) превращается в извест-
ный результат (2), распространенный на случай 
изменяющейся вдоль стержня нагрузки. Оценка 
точности приближенного решения аналогична 
оценке для консоли.

Статически неопределимый стержень по-
стоянного сечения. Стержень показан на рис. 5, 
сжат двумя разными системами вертикальных 
сил. Нижняя опора неподвижна, поэтому в фор-
муле (17) Δw w0 0= . В отсутствие сжатия модуль 
момента на опоре M qlîï � 2 8/ . Постоянные a b0 0,  
вычисляются согласно (20). Для стержня посто-
янного сечения получаем

b w x l x dx l
EI

a lb
l

0 0

0

3
0

3

1

240
= − = = −∫ ( )( ) , . 0

Рис. 6 изображает эпюру M M/ îï для на-
гружения по схеме 5,  а. Критическая сила 
P EI lêð � 20 191

2, / , нагрузка P P� 0 9, êð. Точный и 
приближенный опорные моменты различаются 
на 6,7 % (за счет сжимающей силы опорный мо-
мент увеличивается в 6,5 раза). Когда P P� 0 8, êð, 
различие снижается до 4,8 %.

Для равномерной нагрузки по схеме 5,  б па-
раметр нагрузки K Rl� , r l�1/ . Требуется также 
величина

m x
l
w x w y dy

x

l
( ) [ ( ) ( )]= −∫

1 0 0 .

Коэффициент b0 для стержня постоянного се-
чения таков

b m x l x dx l x dx
EI

l l
0

0

2

0

3

2240
= − − = −∫ ∫( )( ) ( ) .

Численное интегрирование неоднородно-
го дифференциального уравнения (24) дает 
K R l EI lêð êð� � 52 5 2, / . При таком значении про-
гиб становится бесконечным.

Рис. 3 Рис. 4

�����

�
�

�

����

����

�����

Рис. 6
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На рис. 7 сравниваются точная и приближен-
ная эпюры M M/ îï. K K� 0 9, êð. Видно практиче-
ское совпадение кривых.

Статически неопределимый стержень пе-
ременного сечения. Стержень нагружен по 
рис. 5, а. Жесткость стержня задана уравнением

EI EI x= −0
41( )α ,

в котором α <1 — параметр.
В отсутствие сжимающей нагрузки горизон-

тальная реакция в верхней опоре

H q l x
EI

dx l x
EI

dx
l l

0
3

0

2

0
2

=
− −

∫ ∫
( ) ( ) ,

изгибающий момент и прогиб

M H q l x0 0
2

2
= −

−( ) , w x M
EI

d
x

0

0

0

= −∫ ( )
( )

( )
ξ

ξ
ξ

ξ.

Параметры a0, b0 вычисляются согласно (20). 
Формула (17), в которой w00 0� , определяет изги-
бающий момент:

M M P
P P

w a b x= +
−

+ +0 0 0 0

1 /
( )

êð
.

Критическая сила и точное решение задачи 
получены численно в зависимости от параме-
тра α. На рис. 8 показан график α = 0 5, .

Точное и приближенное решения сравнива-
ются на рис. 9 при α = 0,5 (жесткости внизу и 
вверху отличаются в 16 раз, P l EIêð

2
0 5 0476/ ,� ,

точный и приближенный опорные момен-
ты отличаются на 7,8  %) и при α = 0 8,  (жестко-
сти отличаются в 625 раз, P l EIêð

2
0 0 80762/ ,� ,

опорные моменты отличаются на 11 %). Принято 
P P� 0 8, .êð  Кривая 0  — сжатие отсутствует, 1  — 
точное решение, 2 — приближенное решение.

С ростом степени переменности сечения точ-
ность приближенного решения снижается, однако 
остается приемлемой для технических расчетов.

Заключение. Традиционные приближенные 
формулы (2), (3) для изгибающих моментов в ста-
тически определимом сжато-изогнутом стержне 
обобщены на случай статически неопределимых 
стержней, сжатых системой сосредоточенных 

Рис. 7

Рис. 9

Рис. 8
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и распределенных сил. Результатом являются 
уравнения (17), (23). Они обладают инженерной 
точностью, полезны для проектных расчетов.
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